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Inleiding. 
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Gevraagd werd de z-.eeksen 
tQ , J llX' 
~+, 
a lwr.L ). . II I t 7 
~ Hws:• f • 
· n · 0,1,2, ••• •· 
en 
• 
n 
• 0,1,2, ..... 
' 
" 
te sommeren voor O < \xf ;::- 21( resp. 0 < \:xt +\y ..C:2'1(. Hierin is 
de llesself1Jnctie van ord.e n. 
In dit rap-port zullen we de reeksen 
en 
A 111 rn 
n,k 
B 
n,v,k 
k 
m ' 
k m 
-
expliciet sommeren tot een eenvoud.ige tunotie . L"1. • reaJ). x en y 
onder volgende onderstellingen. 
a, x en y zi.jn positieve ref!le getallen .• 
b · nl" o, .·· 0 en k · 1 zijn gehele getallen .• 
c · · In · l . is k+n even; in · 2 is k+ ·· . ·· even. 
Wegens 
A 
n,k B . 
·y, ,,' 
. . 
' 
sou bet eige!, ijk voldoende zijn one te beperken tot de berekening 
van 
eenvoudiger 
laten gaan. 
en daarom hebben we 
1iat betref't de resultaten: 
I. 
•x· . ' 
' . ' 
: i •:. 
) ' 
X 
:X 
'' ' 11, . 
. . . 
' ' 
' 
van de som 
·h··· ' ' .' 
j ' ,. t J 
deze in een ape.rte para.gre.A .. f vooraf 
' ' 
' ' 
2-_ Bf b 1 . h h . ""f ... e,en sym o. isc •e sc r1J wiJ• ze 
j de getal van BernoulJ.i voorstelt. 
' ' 
'fer illustra-tie; vo,or 0< xi · geldt ~ 
• 
l 
2n+l 
1 1 4 X 
2 
0 • 
Verder geldt voor 2Tt ""- x ~ 4-rt en n > l 
1 2 -1 n 
2n+l + 2n+l 
• waa-rin 
2 41\ 1 4i. 2 ';; VI 
X 
' 
' ' 
' 
' 
' 
' 
het 2n-de polynoom van Tscheby ac'he'.t.f van de tweede soort I vo•or--
atelt. Tenslotte 
l 
Y·OOr 271_. X ~41\ • 
' ' ·. , '' 
vonden door combinatie van de :F.ormules . 13), 15 1 , • 2'3 : en · 24 • 
' ' , ' 
door combinatie van de :formulas 13.•, ·• 29 en ·14.··, '. ;o .··, · 33 · 
en , 34 • · 
Ter illustratie: 
00 11ocJomy· 
m 
~-
wordt voor 0<::. y-LX 
• • 
met O < x + y <: 2rt gegeven door 
B 1,0,1 
2 
n. 
E{y_ -
. ;,; X 
1 
4 X ~ 
e·n voor 0~ x:E y met 0< x + y< 
,ai-f ttr• • 
,door 
van de hierin voorkomende i.ntegr~alen 
' 
• 
D 
en ·• 
E . k,··· '' ·'-' '' -
' 
• 
. . ' . 
' 2· 
,· 1 k·.· ·. 
I : ' ' X 
' ' 
' ,, ',,' 2 ' 
1-:x 
dx 
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!ables of notions 1945, bls. 85 • 
l 
4 X • 
• 
De somme van .' 1 ._· e·n ·, 2 · berust op de bekende integra.al:f ornnlle 
n 
.,. 
,·,1, z sin·.· 
voor n geheel ~ o. Verder ma.ken we gebruik van de :forrntiles 
00 
· k ---. 1, 2, 3,... en 
00 
cos mx 
_.,. ~ ;.+r i • II 
,1{ 
m 
• sin mx 
' ,, 
··+. 
k-1 ·2k 
-1__ 1 
2k+l 
-,: 
. ' 
+ 211 B.·, 
;, le = 0, 1, 2, •••. · ; zie K. KNOPP, Theorie und Anwendungen der unend-
lichen Reihen, Leipzig 1931, blz. 541. Hierin is 
X X 2 X •. 
• 21t , 
.. 
dus galijk 
2TI h_~x h 
aan de · ''a:fstand i, van x tot het dichtstbijzij_nde punt_...,h 
!J!I 
geheel • Verder moet in · 4 ·_ en 5 ·. de vorm \ · + 2Tl B 
.I, I 
beschouwd worden als de symbolische achrijfwiize voor 
waarin 
wel is 
en 
• ' 
B 3 
+ h + ••• + h 
1,2, ••• de getallen van Bernoulli voorstellen. 
, 
' 
... .. 
1 
• 6 , 
••• -- 0 
1 
30 
1 
42 enz • 
' 
Opgemerkt moet nog warden, dat in het geval k ..... 0 -~·ormule · 5 niet 
geldt, wanneer x een veelvoud is van 21( • 
Uit (1 en 3 volgt 
A 
n,k 
_l_ 1 
m 11. 
cos 
In het g· .. eval k .> 2 is verwisselin;o-_,. van somunatie on integ._. ratie toeg. e,.., . 
••• f ✓ 
staan. We vinden 
A 
n k"· ' .. 
l 
1t 
l 
+ 
n 
11 
b 
n 
cos 
JVA-1 
. . i sin: m-:,; s n 
~- : . . . -- ....,...,_ " 
k m ' 
• 
4 
• 
Als n even is, dan is hierin de tweede inteera.t-' 1 n"L1.l. Da-r in di t 
geval bovendien k even verondersteld werd, volgt wegens 4 voor 
k > 1 i1 
·~ 
Analoog met 
2 
TI.. 
5) 
A 2n+l; 2k+l 
v 
voor 
2 
TT 
.. 
x sin 
~ 
.. 
x sin • sin 2n+l) ~} d ., • 
Een nauwkeurige analyse van de verwisseling van 
' •, 
gratie leert, dat dit ook geldt voor k = 0 1 mits 
sommatie en inte-
x * o. 
Gebruik makend van het laatste lid van. 4 en 
slotte 
5 vinden we tee• -
voor k->l en 
·.' ' 
7 
1 
11 
X 
l 
-2k 1 
X 
l 
2k+l 
voor k O. Wegens 
•••• 
' •
- 2k 
• x sin + 2 71. B cos 2n d 
• -◄ 
11.~ 
2k+l 
• + 21\ B X sin d 
!l 
h . ' 2h • l • ' J_ ' 
II 1 • 2h+l • ' . J.. ,.-o 2 
sin n+h ·i 2 
- .... - ..... -·· - ..... , ., 
n+h••i 
. - ~ 
en analoge formules~ kart men uit 6' en 7· de gezochte functies 
' 
" 
• . l, 
berekenen, . En wel is voor O < x ,c::.. 
.... 
deze functie een poiyrioom in x ten lioogste van de graad 2k 1---esp. 
2k+li 
Ter illustratie beschouwen we de functie 
o~:, 
' . mx 
X • 
""'-= j 
m 
])eze wordt wegens .7) en 
,..,, 1... ' 
1 -• • A '1\ ,. • X s.1.n .··· 2n+l, l T\ -. I 
0 
geldig voor x ·· o. Hierui-t .vol 
X 
1 
_.,__,_.,_. 
2n+1·. 
X 
.4: 
' 
. vo·or n 
vo,or n 
. . . ' ' . 
. 
i • • ' 
• • 
• 
gegeven door 
• 2n+l d sin ' , 
voor 0~ x~ 2n 
1, 2, 3,. ~ • 
• 
• 
en verder voor 
A . X 
2n+l,l 
met· • arc sin 
X 1 
' 
2. De sommering 
.... 
1 
2n+l 
X ' 
1 
4 X 
• 
2 
+ 2n+l cos 2n+l 
O< .c::' T\ en o• 2 f 
t . 
F IJ ., - 12 .. I $10 
+ 2 
' 1 
4n 
2 • 
X 
• 
--------~·- ---·- ·----
Uit 2 en 3 volgt 
=~• ;, 
1 1 B • cos n mx sin 
n,v ,k 'W'::: I 
0 n 1,2, ••• 
• 
. 11 
d0 J ' • d ~-~ cos my S1nCf 
0 
• 
.. Voor k 2 en voor k 
sommatie en integratie 
1 met x 0 y t 0 
vinden 
1.S de verwisseling van 
toegestaan. 
,, 
l 1 
mx s:in8 B d d • +sin • . cos n cos mx sin· n sin 
n2 k n,v,k J . ff'~' m 0 
,). ' • • +sin\) • .COS cos my sin • sin my SJr1: 
·• 
' 
• 
' ' ' Als n en 
da.11 voJgt 
van dezelf'de pariteit • • Z1Jll beide even of beide oneven 
'l hieru ·t 
1' 
4 ,. ' B cos n d cos d cos mx sin cos sin · .. - ·- •·-· ..... ............... ~ ... 
n2 k n,J,k . "W\-1 m (> 
1l{l.. 1'\i 4 • • • • + • d· sinY d· sin- mx sin ·. sin sin. sin n ·-112 k 
~=• 0 m 0 
Zijn daarentegen n 
lf 
van verschillende pariteit, dan hebben we 
+ 4 
n2 
.. 
" 
0 
JI/~ 
111 l,. 
cos)) · d 
In verband met de gemaakte + k even 
is, is in het eerste geval k even en in het tweeds teval k oneven. 
We beperken ons verder tot het tweede geval in h0t eerste geval 
verloopt de berekening geheel analoog • 
en 
Wegens 
sin cos 
• 
• 
- ,I, 
• 
'I. f 
.la.· • 2 sin . 
-
• 
• 
1. • 
-;, sin 
J 
D I 
• 
vinden we , als n en · 
t . . . 
van verschillende parj_tei t zijn, 
n, ,2k+l · ..... ·· +.• 
. . . . (), . t>· ... . . . ... , . . ' 
;t ' 
• ' • ....._ • 7 , ... \ + sin · •· . • ·•y sin ·.··_ s in. · · n · . •.. v . · 
,..,,._ -,·•. 
. .. . - . . ' 
• 
• 
• 
41 
. 
Gebruik makend van het laat ste lid van 5 vinden 
., 
· n en v van versc·hillende pariteit als de som van een eino.ig a~ntal 
dubbelintegralen. Elk van deze dubb,elintegralen ka.n elementair wor----
den geintegreerd. 
Ter illustratie 
. . : 
• m . 
. ' 
' . . ' . ' 
En-,·· . lt. . . . ' -
. : ' 
' ' . 
• 
2 
sin 2n+-l 
' 
• 
• • 
• x sin + .. sin 2n+ 1 · ·. · · + 2· v .. · ... · · · d ·· · · d .. 
• 
· x sin • .., y sin • sin 2n+ 1 . , . 2 i , d d .• 
' 
0 0 ' 
We zullen aannemen, dat 
·. 10 · X O ; y~ 0 ; 0 <x + y · 21\ ., 
• 
' 
' 
0 
• 
en verder 
" 
• 
.:x sin. " 
·x sin y sin : · ·" 0 o-£ 2 TI , 
al naar gelang 
Wegens ·. 9 · 
• • x s1.n .· - y sin positie:f o:f negatie:f is. 
vinden we dus .. 
• 
B 2n+l,2 ,1 
0 
0 Hierin is J ,. O 
Verder hebben we 
2 
. 
n 
cos 
of 1 ., 
1 
2n+l v 
• 
al na,ar 
' 
n 
1li a, 
a 
sin 2n+l ·· 
ll c 
·. I " 
sin 2 V 
0 
gelang 
• 
-J> 1 of 
. ·;, # I )l 
•• 
• 
. . . . . ,, 
waarin . , bet gedeelt,e va.,n bet vierkant 
stelt, 
· tP:!11 y .., sin .. 0 • 
geldt. ., 
.. 
sin 
0 
11 
.2. 
cos 2v·. 
' 
+ 
1 
2n+l 
-1 
• 
., . 
n+v . 
Jl2 
7 
1 
4 
<I 
X 
n 
1 
2n+l 
0 
Fl I 
4 
• 
nus resteert nog slechts het probleem de integraal te bepalen. En 
wel is een :functie van n, · 
• 
namelijk leeg, en welke 
vierkant op gelijk is aan 
voor x = 0 en Y> Q dan vu.lt het hele 
• • 
• 
' 1 . 
2nt·l M n,o 
1 
of TI 2n+l 
al naar O of 
0Rm• We zullen gebruik maken van 
~e warden gedefinieerd door 
en 
T n cos narc cos 
• 
• 
• 
M 
n, 
• 
• 
e polynomen van Tschebysche:ff. 
• 
u 
n l sin n a±-c cos • • 
Hiervoor geldt zie E. MAD~LUNG, Die mathematische Hil£smittel des 
.. 
Physikers, New York, 1943, blz. 55· 
• 
cos 2 narc sin. 
cos 2n+l arc sin 
. n 
-
sin 2n arc sin 
.. 
• sin 2n+l arc sin 
• 
Uit 
• 
•• I 
Tl . 1 -' 
. 
2 
met{-. 
1 • 
en 
.. 
sin 
We beschouw:en eerst het geval xt y 
• 
• 
T 2n+l 
• 
' 
.. 
d.w.z • 
; 
• 
' 
• 
• 
• 
• 
8 . ar: 
Door de transfor·matie 
·. 19 u ' sin ,. , V • sin , 
at over in het deel 'van het vierkant · ' 
u 0 .. ·. v :i, 1 , al waar 
' 
met O ~ u <- 1 en 
• •◄ Z/::1"' 
Het 1·, dus voor de hand om in 1,6 en ··11·. eerst de integratie 
naar .· , en pas daarna de integratie naar uit te voeren. Stellen we 
• 
i 20' , ' ' ' 
' . 
• sin 
dan vinden we uit 16 
' 
1 
ofwel 
Analoog VO t , ' 
22 • 2 
;n 
-2 
cos 2v~ 
0 
-r 
-
.•· A 
cos 2~ 
0 
uit (17 
11· 
1 2 
2n+l 
0 
• sin 
We beschouwen eerst ... 
• 
• 
• 
e •. 
d - · sin · 2·n+ 1 d · 
1-cos 2n+l · 
2n+l 
cos · 2n+l 
2 sin 2n+l 
• 
• • 
' 
' 
en 
.. 2 sin. ~+1 ' 1 .... 
en · 22 gaat dus over 
i 
. j ' 
· 2 ''• 2n+-=· 1"'"-·. -
. ..... 
' 
0 
• 
• 
,£ 11 
0 ,,. ·2· . 
• 
• 
dv. 
-
,, 
' -- . 
9 , .. 
• 
De inte and van de laatste inte:graal is een !)Olynoom in v, en daze 
integraal kan dus onmiddellijk wora~en 
oneven polynoom is van de graad 2n+l, is 
X . . 
0Em• Fo:r,·mule 
I I 1- f 
Tenslott·e 
23 heeft alleen zin voor 
0 • 
beschouwen we 
V 
· •·•• l n U 2n+l 
n 
••l 
en 
cos 2\ cos • arc s1.n v 
0 
~· 
-1 
• 
1-
·V 
V 
T 1 .. . i · en even po·ynomen ziJn ;n 2 
resp, 2v 
berekeni 
wordt door 24 de berekening van 
van de elliptische integralen 
J • • 
0 
2h V dv 
' 
• 
blijkt, da~t 
2 2 
. V Q 
.. 2n 
, 
dv. 
:van de graad 211 
tot de 
• 
De integralen nnen -~ ....... in de ··uitvoerig g,etab•el•,· 
" leerde ,,volledige elliptische integralen 
I 
' ' 
.hi lt:MJlil!illl 
en ··-- V 
1-•·V 
wel geldt vooreerst 
K • 
' 
. . ]:; 
Verder bewijst men met partiele integratie gemrJ..kl::elijk de rect~rsie . 
formula 
geldig voor h =-- 2. Uit 
S.= 2 
....... 2 
2 '.i. 2·· '> ·· ... - ~· . . ' 
,--~-, i '"""• 11 
.. . . .I I 11. 6 
/ . ~-t '.·· .· .. !&,,,,.. 
_; -, . 
. ' 
21l··• .• · 
2h ·.1 
k:an men 
t 
CI 10 o, t 
Coinclusie. In het geva.l O ~ y""-. x met O < x + y <:: 2TI kan de grootheid 
worden berekend. ui t de formules · 13 · (15. , 23 ·· en . 24 • 
• ., ·11111 
B ., 
•. 2n+l, 2v, 1 I . 
Alvorens het geval y> JC te behandelen geven we eerst· e·en 
Toe E? as~ i.P.:B.. Zi·j ~ n o. Wegens Qo 1 en To 1 vol I ! 
,, 
= 1 2 • 
Verder hebben we wetsens 22. 0, en d 1.1s wegens ··· 15 · . 
• 
1 2 
,, • 
tenslotte 
m 
' 
2 . 
- E·Y -Tl X 
1 
4 X , 
Uit 24 ·.··• 
geldig voor OL y ~ x en 0< x + y 4 2n • ~~erk op, dat voor O .c:. · .. · .. . t;- 1 
de functie ls· ) monotoon a:fneemt en dat E 0 ,, = 2 , 
Tensl.otte beschouwen we het geval y> x d. w.z. ·. ~ l, a.1s 
X 
y • • 
-
·29. 
Zij het vierkant O ..c. . . :,,, n . ~ - • Dan wordt 2 ·. 
2 
TT 
• 
' 
• sin 2n+l 
door ·14 gegeven. In plaats van zullen we b1erekenen 
En. wel is 
... 
met· 
en 
2 
.. M 
. n,v 
... , . 
n 
.2 
1'\ 
-
-
1 PP 2 
. 
sin 2nt-l ·.·· · cos 
C·OS • sin 
' . 
• 
' 
• 
· · or de tra11s:for·matie · 19 i gaat het gebied 
de, gearcearde gebied· in het u-v .. -vlak 
,, 
• 
.... .... ' ,., 
' 
' 
. -,, 
., 
~---·-·-. ·"""""· ,::-.• ,. '""""""'· · -~-. ·, ' • ..... . 
a - . , 
-', .. ,;,'.,.,-- . 
... ,, 2 J •· 
• 
en 32 eerst de j_ntegratie naar 
-
.·. · .. · , en daarna de integratie 
31 
naar ui t te voere -1. P8 .. ssen we daarna 
' 
de trans:formatie u • sin toe, dan volgt na enigc berekening 
analoog met (23 en ? L.1. 
- I 
,,., # I 
voor · >1 = , 
voor 
vo·or ··.>.1 
en 
berekening 
• 
J 
• 
t 
0 
1 
-+ 
• 2v 
voor J= 0 hebben we 
en ·· 34 · gelden 
van 1 en _ uit 2 
• 
.,, ! ,t ., 
u 
• 
.. 
arc s1.n 
• 
I 
u 
0 
dezel:f.de opmerki ·· en al,s voor de 
' 
· 23 en · 24 • 
• 
g eval O L x, y 1,net 0< x + ,. ' ,· .. · .. ,n de grootheid 
' . 
' 
• 
Conclusie. In het 
·· 33 · en 34 · • 
berokend uit de f'ormules . 13 · , 29 ! en 14 , · 30 . , 
Zij weer 
gegeven door 
l 
1 ... 
0 
arc sin 
, 
0 
t 
arc sin 
' ' 
' 
du 
• 
• 
_u=du 
.·· 1 u2 
1 ·l·.••·) K< , . 
2 
,, . .,, 
nu 
• 
en dua met ·.· 29. en ·· 14-ii 
4, 9-
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.. ., ._ ft -.1. I G ;' . ---,~,.,, 
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' 
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' 
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' . 
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